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ABSTRAK
Maulana dkk telah memberikan sifat-sifat ideal prima pada Gelanggang bilangan bulat
Gauss, hasil tersebut membuka permasalahan baru terkait sifat-sifat ideal prima pada bilangan
bulat Gauss modulo. Pada artikel ini akan diberikan sifat-sifat dari ideal prima pada
gelanggang bilangan bulat Gauss modulo Z,,[i].

Kata kunci : ideal prima, bilangan bulat Gauss, bilangan bulat Gauss modulo

ABSTRACT
Maulana et all gives properties of prime ideal on Gaussian integer ring, the result open
new problem about prime ideal on Gaussian integer modulo ring. In this article we give some
properties of prime ideal on Gaussian integer modulo Z,,[i].

Keywords: prime ideal, Gaussian integer, Gaussian integer modulo.

PENDAHULUAN
Latar Belakang
Masalah keprimaan adalah topik yang penting dalam kriptografi, terutama dalam
enkripsi atau keamanan dunia internet. Salah satu algoritma penting dalam enkripsi internet
adalah algoritma RSA, dan untuk membuat algoritma RSA ini perlu pemahaman matematika
yang dalam, salah satunya adalah terkait keprimaan. Prinsip algoritam RSA ini adalah dengan
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membuat gembok dan kunci keamanan berdasarkan bilangan prima yang sangat besar. Saat
komputer semakin pintar, algoritma semakin lemah, sehingga kriptografi harus terus membuat
algoritma baru yang lebih kompleks. Salah satu harapan matematikawan adalah dengan
abstraksi bilangan prima.

Abstraksi bilangan prima pertama kali dilakukan oleh Richard Dedekind, Dedekind
membawa konsep bilangan prima ke dalam sistem matematika yang lebih kompleks, teori
gelanggang, dan dikenal dengan nama ideal prima. John Dauns pada tahun 1978 juga
mengenalkan abstraksi bilangan prima dalam sistem matematika lain, yakni pada teori modul,
dan dikenal dengan istilah submodul prima. Ideal prima dan submodul prima kemudian
menjadi dasar untuk beberapa konsep keprimaan yang lebih umum, diantaranya adalah ideal
hampir prima yang dikenalkan Bhatwadekar-Sharma pada tahun 2005 dan submodul hampir
prima yang dikenalkan Khashan pada tahun 2012.

Maulana dkk pada tahun 2019 berhasil memberikan karakteristik ideal prima dan ideal
hampir prima pada bilangan bulat Gauss Z[i]. Penulis tertarik untuk melihat karakteristik dari
ideal prima dan ideal hampir prima pada sistem matematika yang lebih kompleks, yakni pada
gelanggang bilangan bulat Gauss modulo. Dalam artikel ini penulis akan memberikan beberapa
sifat-sifat ideal prima pada gelanggang bilangan bulat Gauss modulo pada kasus khusus, yakni
pada modulo dua belas.

Tujuan
Tujuan dari penelitian ini yaitu untuk mencari sifat-sifat dari ideal prima pada bilangan
bulat Gauss modulo dua belas (Z4,[i]).

METODE
Metode
Metode yang digunakan adalah deductive proof. Dari karakteristik ideal prima pada
gelanggang bilangan bulat Gauss akan dibuat conjecture untuk kasus gelanggang bilangan
bulat Gauss modulo. Kemudian dengan rigorus proof akan dibuktikan conjecture tersebut
sehingga menjadi sebuah theorem.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Ideal Prima
Pada artikel ini, gelanggang yang digunakan adalah gelanggang komutatif. Konsep ideal

dari suatu gelanggang analog dengan subgroup dari sebuah Grup, definisi ideal diberikan sebagai
berikut
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Definisi 1

Misalkan R adalah suatu gelanggang komutatif, maka subhimpunan I c R dikatakan
ideal dari R apabila I membentuk grup komutatif dengan operasi tambah, dan ri € I untuk setiap
r € R dan untuk setiap i € I.

Ideal memiliki beberapa karakteristik yang menarik, seperti ideal utama atau ideal
maksimal. Ideal prima merupakan salah satu ideal yang penting dalam teori gelanggang.

Definisi 2
Misalkan R adalah suatu gelanggang komutatif, maka ideal sejati I ¢ R dikatakan ideal
prima dari R apabila setiap a, b € R dimana ab € I berakibata € I atau b € I.

Definisi ideal prima ini analog dengan konsep bilangan prima.
Gelaggang Bilangan Bulat Gauss Modulo

Gelanggang bilangan bulat Gauss modulo adalah bilangan bulat Gauss dengan konstanta
dari bilangan bulat modulo yang dedefinisikan sebagai berikut:

Definisi 3
Himpunan {a + ib|a, b € Z,} adalah bilangan bulat Gauss modulo, dan disimbolkan
dengan Z,[i].

Ideal pada bilangan bulat Gauss modulo memiliki karakteristik yang mirip dengan
gelanggang yang diperumumnya karena sama-sama merupakan daerah ideal utama. Contohnya
jika a € Z, maka (a) merupakan ideal di Z, Z,, Z[i] dan Z,[i]. Tapi tidak demikian dengan
ideal primanya, contohnya untuk kasus n = 12.

Table 1: Ideal Prima pada berbagai Gelanggang

Ideal Z Z12 Z[i] Z12]i]

(2) Ideal prima Ideal prima Bukan ideal prima | Bukan ideal prima
(5) Ideal prima Bukan ideal prima | Bukan ideal prima | Bukan ideal prima
(7) Ideal prima Bukan ideal prima | Ideal prima Bukan ideal prima

Pada Tabel 1 terlihat ideal prima di gelanggang Z,, dan Zq,[i] memiliki karakteristik
yang sama, tapi secara umum tidak. Hal ini bisa dilihat saat n = 10, maka (5) adalah ideal
prima di Z4¢ tapi bukan ideal prima di Z4¢[i].

Pada gelanggang bilangan bulat Gauss, telat ditunjukkan Maulana dkk bahwa suatu ideal
merupakan ideal prima jika dan hanya jika pembangunnya merupakan bilangan prima. Karena
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gelanggang bilangan bulat Gauss modulo juga merupakan daerah ideal utama, menarik dilihat
sifat serupa di gelanggang bilangan bulat Gauss modulo, hal ini ditulis dalam Teorema berikut.

Teoremal

Misalkan I ideal dari Z,[i] dengan n = pflpé‘z ...plkl dengan p; adalah bilangan prima
di Z. ldeal I = (p) adalah ideal prima jika dan hanya jika p = p; untuk suatu i € {1, ...,[} dan p
bilangan prima di Z[i].
Bukti:

Misalkan p = p; untuk suatu i € {1, ...,1} dan p bilangan prima di Z[i]. Misal a,b €
Z.,[i] dengan ab € I, akibatnya ab = kp; + In untuk suatu k,[ € Z[i] dani € {1, ..., }. Karena
p;In maka diperoleh p;|ab, akibatnya p;|a atau p;|b. Sehingga diperoleh I ideal prima dari
Zn[1].

Sebaliknya, misalkan I = (p) adalah ideal prima. Andaikan p bukan bilangan prima,
maka p = ab dengan a, b bukan unit dan a,b & I. Dengan perkataan lain terdapat @, b & I
dengan ab € I, akibatnya I bukan ideal prima. Sehingga haruslah p bilangan prima di Z[].
Andaikan p # p; untuk semua i € {1, ..., [}, akibatnya (p, n) relatif prima, sehingga 1 = kp +
In untuk suatu [,n € Z[i]. Jadi diperoleh I = Z[i], sehingga I bukan ideal prima. Jadi haruslah
p = p; untuk suatu i € {1, ..., [} dan p bilangan prima di Z[i].

Berdasarkan Teorema diatas maka pada gelanggang Zq,[i], ideal yang dibangun oleh 2
bukan merupakan ideal prima di Z,,[i] karena 2 bukan bilangan prima di Z[i]. Lebih detail
tentang semua ideal prima pada Z, [i] diberikan oleh Teorema di bawah.

Teorema 2

Misalkan (p) suatu ideal dari Z,[i]. Ideal (p) adalah ideal prima dari Z;,[i] jika dan
hanya jika p = 3.
Bukti:

Berdasarkan Teorema 1 dan fakta bahwa n = 223, maka diperoleh (p) adalah ideal
prima dari Z4,[i] jika dan hanya jika p = 3.

Teorema diatas menunjukkan bahwa Z4,[i] hanya memiliki satu ideal prima.

KESIMPULAN
Berdasarkan dua teorema di atas, dapat disimpulkan bahwa ideal prima pada
gelanggang Zq,[i] memiliki lebih sedikit koleksi ideal prima daripada ideal prima pada Z4,
yang diberikan Wardhana dkk. Jika pada gelanggan Z4, ada dua ideal prima, maka pada Zq[i]
terdapat hanya satu ideal prima seperti yang diberikan oleh Teorema 2.
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