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 Abstrak: Fungsi Lyapunov adalah salah satu fungsi yang 

dikonstruksi untuk memeriksa kestabilan global dari suatu sistem 

nonlinear. Fungsi Lyapunov tidak terbatas pada sistem linear, 

sehingga dapat digunakan dalam analisis sistem dinamis nonlinear 

yang lebih kompleks. Adapun tujuan dari penelitian ini adalah 

untuk mendapatkan bentuk fungsi lyapunov, lalu dianalisis 

kestabilannya. Pada penelitian ini digunakan metode variabel 

gradien dan Krasovskii dalam mengonstruksi fungsi Lyapunov. 

Berdasarkan hasil perhitungan dan simulasi yang dilakukan, 

diperoleh kandidat fungsi Lyapunov untuk sistem epidemik SIR 

penyakit tuberkulosis menggunakan metode variabel gradien pada 

semua titik kesetimbangannya. Fungsi Lyapunov dapat 

dikonstruksi dengan menggunakan metode variabel gradien pada 

titik 𝐸0 yaitu V(S, I, R) =
1

2
((S − S0)2 + I2 + R2) + (S − S0)I +

(S − S0)R + IR dan pada titik 𝐸1 yaitu 𝑉(𝑆, 𝐼, 𝑅) =
1

2
((𝑆 −

𝑆∗)2 + (𝐼 − 𝐼∗)2 + (𝑅 − 𝑅∗)2) + (𝑆 − 𝑆∗)(𝐼 − I∗) + (𝑆 −
𝑆∗) (𝑅 − 𝑅∗) + (𝐼 − 𝐼∗)(𝑅 − 𝑅∗). Sedangkan metode Krasovskii 

menghasilkan fungsi Lyapunov, V(S, I, R) = 33,7838 (𝛱 −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
−

𝜇𝑆)
2

− 2(0,0519) (Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆) (

𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼) +

33,5533 (
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼)

2

+ 2(33,5440) (
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 +

𝑐)𝐼) (𝑐𝐼 − 𝜇𝑅) + 33,7838(𝑐𝐼 − 𝜇𝑅)2, untuk salah satu titik 

kesetimbangannya yaitu titik 𝐸0. Didapatkan hasil yang stabil 

asimtotik secara global menggunakan metode variabel gradien 

pada saat titik kesetimbangan bebas penyakit E0 dan endemik 𝐸1. 

Sedangkan dengan menggunakan metode Krasovskii diperoleh 

stabil asimtotik hanya di salah satu titik kesetimbangan yaitu saat 

bebas penyakit E0. 
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PENDAHULUAN 

 

Matematika merupakan ilmu yang dapat diterapkan dalam berbagai ilmu pengetahuan 

dan dapat memberikan interpretasi solusi analitis yang lebih rinci. Salah satu contoh 

permasalahan yang muncul dalam kehidupan sehari-hari ialah yang berkaitan dengan sistem 

dinamik. Sistem dinamik adalah sistem persamaan yang dipengaruhi oleh perubahan gerak dan 

waktu. Salah satu kajian yang paling penting dari masalah sistem dinamik adalah bagaimana 

keadaan kestabilan sistem tersebut. Dalam sistem dinamik salah satu contoh yang dapat kita 

jumpai adalah tentang model epidemik penyebaran penyakit. 

Model epidemik merupakan model yang mempelajari keterkaitan individu-individu 

dalam suatu populasi, terutama dalam proses berkembangnya wabah penyakit dalam suatu 

kawasan. Kermack & Mc Kendrick pertama kali mengusulkan model penularan penyakit pada 

tahun 1927, yaitu model epidemik Susceptible-Infected-Recovered (SIR). Model ini 

dikembangkan untuk menggambarkan secara deterministik sifat penyebaran penyakit menurut 

sistem persamaan diferensial nonlinear. 

Pada umumnya model ini diterapkan pada proses penyebaran penyakit, seperti influenza, 

tuberkolosis, HIV, demam berdarah, dan lain-lain. Adapun salah satu contohnya yaitu pada 

penelitian Mustianah (2019) yang membahas tentang penyebaran penyakit Tuberkulosis. 

Tuberkulosis merupakan penyakit menular yang terus menjadi masalah kesehatan masyarakat, 

menyebabkan kematian jutaan orang setiap tahunnya. Menurut badan kesehatan global, World 

Health Organization (WHO), tuberkulosis merupakan salah satu dari 10 penyebab kematian 

terbesar di dunia. Indonesia berada di urutan ke 3 negara dengan kasus TBC tertinggi di dunia 

setelah India dan Cina. Penyakit ini dapat berakibat fatal bagi penderitanya jika tidak segera 

ditangani. Tuberkulosis disebabkan oleh infeksi bakteri Mycobacterium tuberculosis (Kemenkes 

RI, 2022). Salah satu parameter penting dalam model epidemik adalah berapa banyaknya rata-

rata kasus penyakit jika ada satu kasus primer atau lebih dikenal dengan istilah angka reproduksi 

dasar (R0). Salah satu kegunaan penting dari R0 adalah untuk menentukan kriteria kestabilan dari 

titik kesetimbangan sistem. Jika R0 < 1 maka titik kesetimbangan akan stabil dan epidemik akan 

berakhir dan jika R0 > 1 maka akan terjadi epidemik (Diekmann & Heesterbeek, 2000). 

Masalah klasik yang dapat dijumpai dalam epidemiologi matematika adalah analisis 

kestabilan global titik ekuilibrium. Kestabilan itu sendiri bersifat lokal dan global. Kestabilan 

lokal dapat dengan mudah ditentukan dengan pendekatan linear, sedangkan sifat global cukup 

sulit ditentukan. Kestabilan lokal yang biasa dilakukan dengan linearisasi jakobian biasanya 

hanya dapat menyelidiki kestabilan disekitar titik ekuilibrium saja (bersifat lokal) dan tidak dapat 

menjelaskan kesetimbangan secara global. Oleh karenanya salah satu cara menentukan 

kestabilan secara global adalah dengan menggunakan Kestabilan Lyapunov. Pada akhir abad ke-

19, seorang matematikawan asal Rusia, Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, mengembangkan 

pendekatan untuk analisis kestabilan yang saat ini dikenal sebagai metode Lyapunov langsung 

(Lyapunov's direct method).  Kelebihan dari metode Lyapunov adalah bahwa untuk 

menyelesaikan permasalahan kestabilan sistem yang perlu diketahui adalah bentuk persamaan 

diferensial sistemnya atau bentuk fisisnya bukan solusinya. Fungsi Lyapunov tidak terbatas pada 

sistem linear. Fungsi ini dapat digunakan dalam analisis sistem dinamis nonlinear yang lebih 

kompleks, di mana metode lain mungkin sulit diterapkan.  

Penelitian yang dilakukan oleh Syechah, dkk (2016), menyajikan model epidemik SIRS 

yang kemudian diselidiki titik ekuilibrium dan kestabilan titik ekuilibrium menggunakan fungsi 

Lyapunov. Oleh karenanya, penulis tertarik dalam penelitian ini membahas hal yang serupa 

dalam melakukan konstruksi fungsi Lyapunov, tetapi dengan menggunakan sistem dan metode 

yang berbeda. Sehingga penelitian ini bertujuan untuk memeriksa keberadaan titik ekuilibrium 
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model epidemik SIR, kemudian akan dilakukan konstruksi fungsi Lyapunov dengan 

menggunakan beberapa metode. Selanjutnya, menganalisis kestabilan global model 

menggunakan fungsi Lyapunov. Akan dilakukan konstruksi fungsi Lyapunov pada hasil 

penelitian yang dilakukan oleh Mustianah (2019) yaitu model matematika epidemik SIR 

penyebaran penyakit Tuberkulosis.  

 

 

METODE 

 

Adapun model awal dan nilai parameter SIR yang digunakan ialah model epidemik SIR 

penyebaran penyakit tuberkulosis hasil dari penelitian Mustianah (2019), yakni sebagai berikut : 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= Π −

𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑐𝐼 − 𝜇𝑅 

(1) 

Persamaan (1) merepresentasikan secara berurutan S sebagai jumlah individu yang sehat 

dan rentan terhadap penyakit tuberkulosis, I sebagai jumlah individu yang terinfeksi dan dapat 

menularkan penyakit tuberkulosis, R sebagai jumlah individu yang sembuh setelah terinfeksi 

penyakit tuberkulosis, serta 𝑁adalah total populasi seluruhnya dimana 𝑁 = 𝑆 + 𝐼 + 𝑅. Adapun 

parameter yang digunakan pada persamaan (1) yaitu, Π menyatakan angka kelahiran populasi, 𝜇 

menyatakan laju kematian alami, 𝜇𝑡 menyatakan laju kematian akibat penyakit tuberkulosis, 𝑏 

menyatakan laju penularan penyakit tuberkulosis, dan 𝑐 menyatakan laju kesembuhan penyakit 

tuberkulosis.  

Dari persamaan (1), ditentukan titik ekuilibriumnya dan ditentukan linearisasi matriks 

jakobian. Akan dilakukan proses konstruksi fungsi Lyapunov menggunakan metode variabel 

gradien dan metode Krasovskii. Setelah didapatkan kandidat fungsi Lyapunovnya, dilakukan 

analisis sifat kestabilan titik-titik ekuilibrium model tersebut dengan berdasarkan kriteria 

kestabilan fungsi Lyapunov. 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Sistem Epidemik SIR 

Digunakan persamaan epidemik SIR penyebaran penyakit Tuberkulosis pada penelitian 

Mustianah (2019). Untuk mendapatkan titik kesetimbangan dari sistem (1) yaitu 𝑓1(𝑆, 𝐼, 𝑅)  =

 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
 , 𝑓2(𝑆, 𝐼, 𝑅)  =  

𝑑𝐼

𝑑𝑡
 , dan 𝑓3(𝑆, 𝐼, 𝑅)  =  

𝑑𝑅

𝑑𝑡
 dengan  (𝑆, 𝐼, 𝑅) ∈ ℝ3, maka 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0. 

Sehingga didapatkan dua titik ekuilibrium yaitu titik 𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝑅0) = (
Π

𝜇
, 0, 0) yaitu saat 

kondisi bebas penyakit dan kondisi saat terjadi endemik yaitu titik 𝐸1 = (𝑆∗, 𝐼∗, 𝑅∗) = 

(
Π(𝑐+𝜇)

𝜇(𝑏−𝜇𝑡)
,

−Π(𝑐−𝑏+𝜇+𝜇𝑡)

𝑏𝑐+𝑏𝜇+𝑏𝜇𝑡−𝑐μ𝑡−μμ𝑡−μ𝑡
2 ,

−Π(𝑐2−𝑏𝑐+𝑐𝜇+𝑐𝜇𝑡)

𝜇(𝑏𝜇−𝜇𝑡
2− 𝜇𝜇𝑡+𝑏𝑐+𝑏𝜇𝑡−𝑐𝜇𝑡)

), dengan syarat 𝜇 ≠ 0, dan 𝑏 ≠ 𝜇𝑡. 

Nilai parameter yang digunakan yaitu nilai pada penelitian Mustianah (2019), dimana nilai Π =
9000, b = 0,0062, μ = 0,0147885, μ𝑡 = 0,00515, dan 𝑐 = 4. 
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Konstruksi Fungsi Lyapunov menggunakan Variabel Gradien 

Langkah-langkah dalam mengkonstruksi fungsi Lyapunov menggunakan metode variable gradien 

adalah sebagai berikut: 

- Asumsikan suatu gradien dari fungsi Lyapunov 𝑉(𝑥) sebagai parameter 

∇𝑉(𝑥) = [∇𝑉1  … ∇𝑉𝑛]𝑇 = [
𝑑𝑉

𝑑𝑥1
 ⋯ 

𝑑𝑉

𝑑𝑥𝑛
]
𝑇

 

Dengan ∇𝑉𝑖 = ∑ ℎ𝑖𝑗𝑥𝑗 ,
𝑛
𝑗=1  𝑖 = 1,… , 𝑛, ℎ𝑖𝑗 adalah sebuah konstanta dan 𝑥𝑗 adalah variabel suatu 

sistem yang memenuhi kondisi curl yaitu  

𝜕2𝑉

𝜕𝑥𝑖𝑥𝑗
=

∇𝑉𝑖

𝜕𝑥𝑗
=

∇𝑉𝑗

𝜕𝑥𝑖
 

- Variabel gradien fungsi Lyapunov ∇𝑉 digunakan untuk mencari �̇�(𝑥) = (∇𝑉)𝑇�̇�.  
- Batasi �̇�(𝑥) menjadi definit negaif 

- Gunakan persyaratan kondisi curl  

- Periksa kembali V 

- Fungsi Lyapunov dapat dihitung dengan integral 

       𝑉(𝑥) = ∫ ∇𝑉(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0
 

= ∫ ∇𝑉1(𝑥)𝑑𝑥1

𝑥1,(𝑥2=𝑥3=⋯=𝑥𝑛=0)

0

+ ∫ ∇𝑉2(𝑥)𝑑𝑥2

𝑥2,(𝑥1=𝑥1,𝑥3=𝑥4=⋯=𝑥𝑛=0)

0

+ ⋯ 

+∫ ∇𝑉𝑛(𝑥)𝑑𝑥𝑛

𝑥𝑛,(𝑥1=𝑥1,𝑥2=𝑥2,…,𝑥𝑛−1=𝑥𝑛−1) 

0

 

Berdasarkan langkah-langkat dalam menkontruksi fungsi Lyapunov menggunakan metode 

variable gradien, maka pada model yang dibahas tadi akan dikontruksi fungsi Lyapunov.  

Misalkan 

∇𝑉(𝑆, 𝐼, 𝑅) = [

ℎ11𝑆 + ℎ12𝐼 + ℎ13𝑅
ℎ21𝑆 + ℎ22𝐼 + ℎ23𝑅
ℎ31𝑆 + ℎ32𝐼 + ℎ33𝑅

] 

 

Kemudian mencari ℎ𝑖𝑗  yang memenuhi kondisi curl dan turunan dari fungsi Lyapunov bernilai 

negatif. Turunan dari fungsi Lyapunov adalah 

�̇�(𝑆, 𝐼, 𝑅) = ∇𝑉𝑇(𝑆, 𝐼, 𝑅)𝑓(𝑆, 𝐼, 𝑅) 

= [

ℎ11𝑆 + ℎ12𝐼 + ℎ13𝑅
ℎ21𝑆 + ℎ22𝐼 + ℎ23𝑅
ℎ31𝑆 + ℎ32𝐼 + ℎ33𝑅

]

𝑇

[

Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆

𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼

𝑐𝐼 − 𝜇𝑅

]  

= (ℎ11𝑆Π − ℎ11
𝑏𝐼𝑆2

𝑁
− ℎ11𝜇𝑆2 + ℎ12𝐼Π − ℎ12

𝑏𝐼2𝑆

𝑁
− ℎ12𝜇𝑆𝐼 + ℎ13𝑅Π − ℎ13

𝑏𝐼𝑆𝑅

𝑁
−

ℎ13𝑅𝜇𝑆) + (ℎ21
𝑏𝐼𝑆2

𝑁
− ℎ21𝑆𝐼(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) + ℎ22

𝑏𝐼2𝑆

𝑁
− ℎ22𝐼

2(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) +

ℎ23
𝑏𝐼𝑆𝑅

𝑁
− ℎ23𝑅𝐼(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)) +(ℎ31𝑐𝑆𝐼 − ℎ31𝜇𝑆𝑅 + ℎ32𝑐𝐼

2 − ℎ32𝜇𝑅𝐼 +

ℎ33𝑐𝐼𝑅 − ℎ33𝜇𝑅2)     

Dengan menggunakan kondisi curl, dipilih ℎ𝑖𝑗 = ℎ𝑗𝑖, maka 

�̇�(𝑆, 𝐼, 𝑅) = (ℎ11𝑆Π − ℎ11
𝑏𝐼𝑆2

𝑁
− ℎ11𝜇𝑆2 + ℎ12𝐼Π − ℎ12

𝑏𝐼2𝑆

𝑁
− ℎ12𝜇𝑆𝐼 + ℎ13𝑅Π − ℎ13

𝑏𝐼𝑆𝑅

𝑁
−

ℎ13𝜇𝑆𝑅) + (ℎ12
𝑏𝐼𝑆2

𝑁
− ℎ12𝑆𝐼(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) + ℎ22

𝑏𝐼2𝑆

𝑁
− ℎ22𝐼

2(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) +  
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ℎ23
𝑏𝐼𝑆𝑅

𝑁
− ℎ23𝑅𝐼(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)) + ℎ13𝑐𝑆𝐼 − ℎ13𝜇𝑆𝑅 + ℎ23𝑐𝐼

2 − ℎ23𝜇𝑅𝐼 + ℎ33𝑐𝐼𝑅 −

ℎ33𝜇𝑅2)  

= 𝑆2 (−ℎ11
𝑏𝐼

𝑁
− ℎ11𝜇 + ℎ12

𝑏𝐼

𝑁
) + 𝐼2 (−ℎ12

𝑏𝑆

𝑁
+ ℎ22

𝑏𝑆

𝑁
− ℎ22(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) + ℎ23𝑐) +

𝑅2(−ℎ33𝜇) + 𝑆𝐼(−ℎ12𝜇 − ℎ12(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) + ℎ13𝑐) + 𝑆𝑅(−ℎ13𝜇 − ℎ13𝜇) +
𝐼𝑅(−ℎ23(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) − ℎ23𝜇 + ℎ33𝑐) + ℎ11𝑆Π + ℎ12𝐼Π + ℎ13𝑅Π  

Agar �̇�(𝑆, 𝐼, 𝑅)definit negatif maka dipilih ℎ𝑖𝑗 = 1  

�̇�(𝑆, 𝐼, 𝑅) =  𝑆2 (−
𝑏𝐼

𝑁
− 𝜇 +

𝑏𝐼

𝑁
) + 𝐼2 (−

𝑏𝑆

𝑁
+

𝑏𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) + 𝑐) + 𝑅2(−𝜇) +

𝑆𝐼(−𝜇 − (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) + 𝑐) + 𝑆𝑅(−𝜇 − 𝜇) + 𝐼𝑅(−(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) − 𝜇 + 𝑐) + 𝑆Π +
𝐼Π + 𝑅Π   

�̇�(𝑆, 𝐼, 𝑅) = −(𝜇)𝑆2 − ( 𝜇 + 𝜇𝑡)𝐼
2 − (𝜇)𝑅2 − ( 2𝜇 + 𝜇𝑡)𝑆𝐼 − ( 2𝜇)𝑆𝑅 − ( 2𝜇 + 𝜇𝑡)𝐼𝑅 +  

Π(𝑆 + 𝐼 + 𝑅) < 0  

Π(𝑆 + 𝐼 + 𝑅) < (𝜇)𝑆2 + ( 𝜇 + 𝜇𝑡)𝐼
2 + (𝜇)𝑅2 + ( 2𝜇 + 𝜇𝑡)𝑆𝐼 + ( 2𝜇)𝑆𝑅 + ( 2𝜇 + 𝜇𝑡)𝐼𝑅  

 

 

Fungsi Lyapunov diperoleh dengan, 

𝑉(𝑆, 𝐼, 𝑅) = ∫ ∇𝑉1

𝑆,(𝐼=𝑅=0)

0

𝑑𝑆 + ∫ ∇𝑉2

𝐼,(𝑆=𝑆,𝑅=0)

0

𝑑𝐼 + ∫ ∇𝑉3

𝑅,(𝑆=𝑆,𝐼=𝐼)

0

𝑑𝑅 

 

= ∫ (S + I + R)
𝑆,(𝐼=𝑅=0)

0
𝑑𝑆 + ∫ (S + I + R)

𝐼,(𝑆=𝑆,𝑅=0)

0
𝑑𝐼 + ∫ (S + I + R)

𝑅,(𝑆=𝑆,𝐼=𝐼)

0
𝑑𝑅  

= ∫ (S)
𝑆,(𝐼=𝑅=0)

0
𝑑𝑆 + ∫ (S + I)

𝐼,(𝑆=𝑆,𝑅=0)

0
𝑑𝐼 + ∫ (S + I + R)

𝑅,(𝑆=𝑆,𝐼=𝐼)

0
𝑑𝑅  

=
1

2
𝑆2 + 𝑆𝐼 +

1

2
𝐼2 + 𝑆𝑅 + 𝐼𝑅 +

1

2
𝑅2  

 =
1

2
(𝑆2 + 𝐼2 + 𝑅2) + 𝑆𝐼 + 𝑆𝑅 + 𝐼𝑅  

 

Diperoleh fungsi 𝑉 definit positif, maka konstruksi terpenuhi. Selanjutnya fungsi Lyapunov 

dianalisis kestabilannya. 

 

 

1. Fungsi Lyapunov untuk titik kesetimbangan bebas penyakit 

Fungsi Lyapunov 𝑉(𝑥): { 𝑆, 𝐼, 𝑅 ∈ 𝐷: 𝑆 > 0} dapat dimodifikasi dengan memasukkan titik 

kesetimbangan bebas penyakit yaitu 𝐸0 = (𝑆0, 𝐼0, 𝑅0) = (
Π

𝜇
, 0, 0), sehingga diperoleh 

   𝑉(𝑆, 𝐼, 𝑅) =
1

2
((𝑆 − 𝑆0)2 + 𝐼2 + 𝑅2) + (𝑆 − 𝑆0)𝐼 + (𝑆 − 𝑆0)𝑅 + 𝐼𝑅 

Diperoleh 𝑉(𝑆, 𝐼, 𝑅) > 0, untuk 𝑆 ≠ 𝑆0, 𝐼, 𝑅 ≠ 0, serta 𝑉(𝑆0, 𝐼0, 𝑅0) = 0. Turunan fungsi 

Lyapunov pada titik kesetimbangan ini adalah, 

�̇�(𝑥) =
𝜕𝑉

𝜕𝑆

𝑑𝑆

𝑑𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑡
                                              

= ((𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅)
𝑑𝑆

𝑑𝑡
+ (𝐼 + (𝑆 − 𝑆0) + 𝑅)

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+ (𝑅 + (𝑆 − 𝑆0) + 𝐼)

𝑑𝑅

𝑑𝑡
  

= ((𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅) (Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆) + (𝐼 + (𝑆 − 𝑆0) + 𝑅) (

𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼) +

(𝑅 + (𝑆 − 𝑆0) + 𝐼)𝑐𝐼 − 𝜇𝑅)  

Karena Π =  𝜇𝑆0, maka 

�̇�(𝑥) = ((𝑆 − 𝑆0) + 𝐼 + 𝑅) (𝜇𝑆0 −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆) + (𝐼 + (𝑆 − 𝑆0) + 𝑅) (

𝑏𝐼𝑆

𝑁
−

(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼) + (𝑅 + (𝑆 − 𝑆0) + 𝐼)(𝑐𝐼 − 𝜇𝑅)  
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Hasil dari �̇�(𝑥) = 0 jika dan hanya jika 𝑆 = 𝑆0, 𝐼 = 0, 𝑑𝑎𝑛 𝑅 = 0. Selanjutnya untuk 

mengecek �̇�(𝑥) di atas adalah negatif, maka dimasukkan ke dalam program dengan perolehan 

hasilnya dapat dilihat pada gambar 1 dan 2. 

2. Fungsi Lyapunov untuk titik kesetimbangan endemik 

Fungsi Lyapunov dapat dimodifikasi dengan memasukkan titik kesetimbangan saat endemik 

yaitu 𝐸1 = (𝑆∗, 𝐼∗, 𝑅∗), diperoleh 

𝑉(𝑆, 𝐼, 𝑅) =
1

2
((𝑆 − 𝑆∗)2 + (𝐼 − 𝐼∗)2 + (𝑅 − 𝑅∗)2) + (𝑆 − 𝑆∗)(𝐼 − 𝐼∗) + (𝑆 − 𝑆∗)(𝑅 − 𝑅∗) + 

(𝐼 − 𝐼∗)(𝑅 − 𝑅∗)   

Didapatkan persamaan di atas yaitu 𝑉 > 0, untuk 𝑆 ≠ 𝑆∗, 𝐼 ≠ 𝐼∗, 𝑅 ≠ 𝑅∗, serta 𝑉(𝑆∗, 𝐼∗, 𝑅∗) = 0. 

Turunan fungsi Lyapunov pada titik kesetimbangan ini adalah, 

�̇�(𝑥) =
𝜕𝑉

𝜕𝑆

𝑑𝑆

𝑑𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑡
                                                                   

= ((𝑆 − 𝑆∗) + (𝐼 − 𝐼∗) + (𝑅 − 𝑅∗))
𝑑𝑆

𝑑𝑡
+ ((𝐼 − 𝐼∗) + (𝑆 − 𝑆∗) + (𝑅 − 𝑅∗))

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+

((𝑅 − 𝑅∗) + (𝑆 − 𝑆∗) + (𝐼 − 𝐼∗))
𝑑𝑅

𝑑𝑡
  

= ((𝑆 − 𝑆∗) + (𝐼 − 𝐼∗) + (𝑅 − 𝑅∗))(Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆) + ((𝐼 − 𝐼∗) + (𝑆 − 𝑆∗) +

(𝑅 − 𝑅∗))(
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼) + ((𝑅 − 𝑅∗) + (𝑆 − 𝑆∗) + (𝐼 − 𝐼∗))(𝑐𝐼 − 𝜇𝑅)  

= ((𝑆 − 𝑆∗) + (𝐼 − 𝐼∗) + (𝑅 − 𝑅∗))(Π − 𝜇(𝑆 + 𝐼 + 𝑅) − 𝜇𝑡𝐼)  

Hasil dari �̇�(𝑥) = 0 jika dan hanya jika 𝑆 = 𝑆∗, 𝐼 = 𝐼∗, 𝑑𝑎𝑛 𝑅 = 𝑅∗. Selanjutnya untuk 

mengecek �̇�(𝑥) di atas adalah negatif, maka dimasukkan ke dalam program dengan perolehan 

hasilnya dapat dilihat pada gambar 3 dan 4. 

 

Konstruksi Fungsi Lyapunov menggunakan Metode Krasovskii 

Menetukan matriks Jakobian dari sistem (3.12), yaitu 

𝐽(̅𝑥) =

[
 
 
 
 
−𝑏𝐼

𝑁
+

𝑏𝐼𝑆

𝑁2
− 𝜇

−𝑏𝑆

𝑁
+

𝑏𝐼𝑆

𝑁2

𝑏𝐼𝑆

𝑁2

−𝑏𝐼

𝑁
+

𝑏𝐼𝑆

𝑁2

𝑏𝑆

𝑁
−

𝑏𝐼𝑆

𝑁2
− 𝜇 − 𝜇𝑡 − 𝑐

−𝑏𝐼𝑆

𝑁2

0 𝑐 −𝜇 ]
 
 
 
 

  

1. Titik kesetimbangan pada titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 = (
Π

𝜇
, 0, 0), disubstitusikan 

pada matriks 𝐽(̅𝑥), sehingga diperoleh matriks  

𝐽(̅𝐸0) = [
−𝜇 −𝑏 0
0 𝑏 − 𝜇 − 𝜇𝑡 − 𝑐 0
0 𝑐 −𝜇

] 

Akan ditentukan matriks P berdasarkan persamaan �̅�(𝑥) = 𝑃𝐽(̅𝑥) + 𝐽�̅�(𝑥)𝑃, diperoleh 

�̅�(𝑥) = [
𝑃11 𝑃12 𝑃13

𝑃21 𝑃22 𝑃23

𝑃31 𝑃32 𝑃33

] [
−𝜇 −𝑏 0
0 𝑏 − 𝜇 − 𝜇𝑡 − 𝑐 0
0 𝑐 −𝜇

] 

                   + [
−𝜇 0 0
−𝑏 𝑏 − 𝜇 − 𝜇𝑡 − 𝑐 𝑐
0 0 −𝜇

] [
𝑃11 𝑃12 𝑃13

𝑃21 𝑃22 𝑃23

𝑃31 𝑃32 𝑃33

] 

 

= [

𝑄11 𝑄12 𝑄13

𝑄21 𝑄22 𝑄23

𝑄31 𝑄32 𝑄33

]   
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Berdasarkan metode Krasovskii, kondisi titik kesetimbangan menjadi stabil asimtotik pada 

𝐹(𝑥) = 𝑃𝐽(̅𝑥) + 𝐽�̅�(𝑥)𝑃 + �̅�(𝑥) = 0, atau 𝑃𝐽(̅𝑥) + 𝐽�̅�(𝑥)𝑃 = −�̅�(𝑥), dengan 𝑄(𝑥) adalah 

matriks identitas. Mencari nilai 𝑃𝑖𝑗, maka digunakan yaitu dengan memasukkan nilai 

parameter yang diperoleh pada penelitian Mustianah (2019), dimana nilai Π = 9000, b =
0,0062, μ = 0,0147885, μ𝑡 = 0,00515, dan 𝑐 = 4. Sehingga didapatkan  

𝑃 = [
𝑃11 𝑃12 𝑃13

𝑃21 𝑃22 𝑃23

𝑃31 𝑃32 𝑃33

] = [
33,7838 −0,0519 0
−0,0519 33,5533 33,5440

0 33,5440 33,7838
] 

Diperoleh determinan submatriks utama dari matriks P bernilai positif. Berdasarkan kriteria 

Sylvester, jika setiap determinan submatriks utama bernilai positif, maka matriks P 

merupakan matriks definit positif sehingga 𝑥𝑇𝑃𝑥>0 untuk 𝑥 ≠ 0. Hal ini mengakibatkan 

𝑉(𝑥) =  𝑓𝑇(𝑥)𝑃𝑓(𝑥) > 0, dan karena 𝑄 ≤ 0 maka �̇�(𝑥) = 𝑓𝑇(𝑥)𝑄𝑓(𝑥) ≤ 0. Berdasarkan 

teorema, jika  𝑄 ≤ 0, 𝑃 > 0, maka persamaan tersebut merupakan sistem yang stabil 

asimtotik. Sehingga fungsi lyapunov adalah 

𝑉(𝑥)  =  𝑓𝑇(𝑥)𝑃𝑓(𝑥)  

= [

𝑓1
𝑓2
𝑓3

]

𝑇

[
33,7838 −0,0519 0
−0,0519 33,5533 33,5440

0 33,5440 33,7838
] [

𝑓1
𝑓2
𝑓3

]  

= [

33,7838𝑓1 − 0,0519𝑓2
−0,0519𝑓1 + 33,5533𝑓2 + 33,5440𝑓3

33,5440𝑓2 + 33,7838𝑓3

]

𝑇

[

𝑓1
𝑓2
𝑓3

]  

= 33,7838 (Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆)

2

− 2(0,0519) (Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆) (

𝑏𝐼𝑆

𝑁
−

(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼) + 33,5533 (
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼)

2

+ 2(33,5440) (
𝑏𝐼𝑆

𝑁
−

(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼) (𝑐𝐼 − 𝜇𝑅)  

+33,7838(𝑐𝐼 − 𝜇𝑅)2   

 

Dengan turunan 𝑉(𝑥) yaitu 

�̇�(𝑥) =
𝜕𝑉

𝜕𝑆

𝑑𝑆

𝑑𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝐼

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+

𝜕𝑉

𝜕𝑅

𝑑𝑅

𝑑𝑡
  

   = {67,567 (𝜇 +
𝑏𝐼

𝑁
−

𝑏𝐼𝑆

𝑁2
) (𝜇𝑆 − Π −

𝑏𝐼𝑆

𝑁
) − 67,107((𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼 −

𝑏𝐼𝑆

𝑁
) (

𝑏𝐼

𝑁
−

𝑏𝐼𝑆

𝑁2) + (𝑐𝐼 − 𝜇𝑅) (67.088
𝑏𝐼

𝑁
− 67,088

𝑏𝐼𝑆

𝑁2) + (
𝑏𝐼

𝑁
−

𝑏𝐼𝑆

𝑁2) (0,1038𝜇𝑆 − 0,1038Π + 0,1038
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼 −

𝑏𝐼𝑆

𝑁
) (0,1038𝜇 + 0,1038

𝑏𝐼

𝑁
− 0,1038

𝑏𝐼𝑆

𝑁2)}(Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆) + 

{67,1066((μ + μt + c)I −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
) ((𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) −

𝑏𝑆

𝑁
+

𝑏𝐼𝑆

𝑁2
) − (𝑐𝐼 −

𝜇𝑅) (67,088(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) − 67.088
𝑏𝑆

𝑁
− 67,088

𝑏𝐼𝑆

𝑁2) − (0,1038
𝑏𝑆

𝑁
−

0,1038
𝑏𝐼𝑆

𝑁2
) ((𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼 −

𝑏𝐼𝑆

𝑁
) + 67,567 (

𝑏𝑆

𝑁
−

𝑏𝐼𝑆

𝑁2
) (𝜇𝑆 − Π +

𝑏𝐼𝑆

𝑁
) −

𝑐 (67,088(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼 − 67,088
𝑏𝐼𝑆

𝑁
) + 67,567𝑐(𝑐𝐼 − 𝜇𝑅) −

(0,1038𝜇𝑆 + 0,1038Π + 0,1038
𝑏𝐼𝑆

𝑁
) ((𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐) −

𝑏𝑆

𝑁
+

𝑏𝐼𝑆

𝑁2
)}(

𝑏𝐼𝑆

𝑁
−

(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼) + {𝜇 (67,088(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼 − 67,088
𝑏𝐼𝑆

𝑁
) −
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67,567𝜇(𝑐𝐼 − 𝜇𝑅) −
(𝑏𝐼𝑆(0,1038𝜇𝑆−0,1038Π+0,1038

𝑏𝐼𝑆

𝑁
)

𝑁2
−

67,567𝑏𝐼𝑆(𝜇𝑆−Π+
𝑏𝐼𝑆

𝑁
)

𝑁2 +
67,2104𝑏𝐼𝑆((𝜇+𝜇𝑡+𝑐)𝐼−

𝑏𝐼𝑆

𝑁
)

𝑁2 −
67,088𝑏𝐼𝑆(𝑐𝐼−𝜇𝑅)

𝑁2 }(𝑐𝐼 − 𝜇𝑅) 

 

2. Titik kesetimbangan pada titik kesetimbangan endemik 𝐸1 = (𝑆∗, 𝐼∗, 𝑅∗), disubstitusikan pada 

matriks 𝐽(̅𝑥). Berdasarkan metode Krasovskii, kondisi titik kesetimbangan menjadi stabil 

asimtotik pada 𝐹(𝑥) = 𝑃𝐽(̅𝑥) + 𝐽�̅�(𝑥)𝑃 + �̅�(𝑥) = 0, atau 𝑃𝐽(̅𝑥) + 𝐽�̅�(𝑥)𝑃 =
−�̅�(𝑥), dengan 𝑄(𝑥) adalah matriks identitas. Nilai 𝑃𝑖𝑗 yang digunakan yaitu dengan 

memasukkan nilai parameter yang diperoleh pada penelitian Mustianah (2019), dimana nilai 

Π = 9000, b = 0,0062, μ = 0,0147885, μ𝑡 = 0,00515, dan 𝑐 = 4. Sehingga didapatkan, 

𝐽(̅𝐸1) = [
−1544,991 − 𝜇 −2195,764𝑏 1547,377𝑏

1544,991𝑏 2195,764𝑏 − 𝜇 − 𝜇𝑡 − 𝑐 1547,377𝑏
0 𝑐 −𝜇

] 

Akan ditentukan matriks P berdasarkan persamaan �̅�(𝑥) = 𝑃𝐽(̅𝑥) + 𝐽�̅�(𝑥)𝑃, diperoleh 

  �̅�(𝑥) = [
𝑃11 𝑃12 𝑃13

𝑃21 𝑃22 𝑃23

𝑃31 𝑃32 𝑃33

] [
−1544,991𝑏 − 𝜇 −2195,764𝑏 1547,377𝑏

1544,991𝑏 2195,764𝑏 − 𝜇 − 𝜇𝑡 − 𝑐 1547,377𝑏
0 𝑐 −𝜇

] 

                              + [
−1544,991𝑏 − 𝜇 1544,991𝑏 0

−2195,764𝑏 2195,764𝑏 − 𝜇 − 𝜇𝑡 − 𝑐 𝑐
1547,377𝑏 1547,377𝑏 −𝜇

] [
𝑃11 𝑃12 𝑃13

𝑃21 𝑃22 𝑃23

𝑃31 𝑃32 𝑃33

] 

 

   = [

𝑄11 𝑄12 𝑄13

𝑄21 𝑄22 𝑄23

𝑄31 𝑄32 𝑄33

]    

Sehingga didapatkan nilai 𝑃𝑖𝑗, 

𝑃 = [
4448751195221.6703 4455624763726.9801 4455622774059.069
4455624763726.9801 4462043920507.683 4462506959107.786
4455622774059.069 4462506959107.786 4462504966863.091

]  

Terdapat determinan submatriks utama dari matriks P bernilai negatif. Berdasarkan kriteria 

Sylvester, matriks P tidak memenuhi persyaratan matriks definit positif, sehingga persamaan 

tersebut merupakan sistem yang tidak stabil.  

Fungsi Lyapunovnya adalah 

  𝑉(𝑥) = [

𝑓1
𝑓2
𝑓3

]

𝑇

[
4448751195221.6703 4455624763726.9801 4455622774059.069
4455624763726.9801 4462043920507.683 4462506959107.786
4455622774059.069 4462506959107.786 4462504966863.091

] [

𝑓1
𝑓2
𝑓3

]  

   = [

4448751195221,6703𝑓1 + 4455624763726,9801𝑓2 + 4455622774059,069𝑓3
4455624763726,9801𝑓1 + 4462043920507,683𝑓2 + 4462506959107,786𝑓3
4455622774059,069𝑓1 + 4462506959107,786𝑓2 + 4462504966863,091𝑓3

]

𝑇

[

𝑓1
𝑓2
𝑓3

]    

 = 4448751195221.6703 (Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆)

2

+ 4455624763726,9801 (Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆) (

𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼) +

4455622774059.069 (Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆) (𝑐𝐼 − 𝜇𝑅) + 4455624763726,9801 (Π −

𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆) (

𝑏𝐼𝑆

𝑁
−

(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼) + 4462043920507,683 (
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼)

2

+ 4462506959107,786 (
𝑏𝐼𝑆

𝑁
−

(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼) (𝑐𝐼 − 𝜇𝑅) + 4455622774059,069 (Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆) (𝑐𝐼 − 𝜇𝑅) + 4462506959107,786 (

𝑏𝐼𝑆

𝑁
−

(𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼) (𝑐𝐼 − 𝜇𝑅) + 4462504966863,091(𝑐𝐼 − 𝜇𝑅)2  
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Simulasi dan Analisis 

Nilai parameter yang digunakan yaitu berdasarkan pada penelitian Mustianah (2019), dimana 

nilai Π = 9000, b = 0,0062, μ = 0,0147885, μ𝑡 = 0,00515, dan 𝑐 = 4. Berikut ini adalah hasil 

penyelesaian dari fungsi Lyapunov beserta turunannya. 

 
Gambar 1. Grafik Fungsi Lyapunov dengan 

Metode Variabel Gradien 

 
Gambar 2. Grafik Turunan Fungsi Lyapunov 

dengan Metode Variabel Gradien 

Berdasarkan gambar 1 dan gambar 2, sistem dapat dikatakan stabil asimtotik berdasarkan fungsi 

Lyapunovnya. Terlihat bahwa fungsi Lyapunov menggunakan metode variabel gradien berada 

pada nilai positif dan bergerak menuju nol. Kemudian turunannya berada pada nilai negatif dan 

bergerak menuju titik nol. Hal ini menunjukkan bahwa fungsi Lyapunov dapat dikonstruksi 

menggunakan metode variabel gradien untuk sistem epidemik SIR penyakit tuberkulosis pada titik 

kesetimbangan 𝐸0. 

 
Gambar 3. Grafik Fungsi Lyapunov dengan 

Metode Variabel Gradien 

 
Gambar 4. Grafik Turunan Fungsi Lyapunov 

dengan Metode Variabel Gradien 

Berdasarkan gambar 3 dan gambar 4, sistem dapat dikatakan stabil asimtotik berdasarkan fungsi 

Lyapunovnya. Terlihat bahwa fungsi Lyapunov menggunakan metode variabel gradien berada 

pada nilai positif, kemudian turunannya berada pada nilai negatif yaitu �̇�(𝑥) < 0. Hal ini 

menunjukkan bahwa fungsi Lyapunov dapat dikonstruksi menggunakan metode variabel gradien 

untuk sistem epidemik SIR penyakit tuberkulosis pada titik kesetimbangan 𝐸1. 
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Gambar 5. Grafik Fungsi Lyapunov dengan 

Metode Krasovskii 

 
Gambar 6. Grafik Turunan Fungsi Lyapunov 

dengan Metode Krasovskii 

Berdasarkan gambar 5 dan gambar 6, sistem dapat dikatakan stabil asimtotik berdasarkan fungsi 

Lyapunov. Terlihat bahwa fungsi Lyapunov menggunakan metode Krasovskii berada pada nilai 

positif dan bergerak menuju nol. Kemudian turunannya berada pada nilai negatif dengan bergerak 

menuju titik nol. Hal ini menunjukkan bahwa fungsi Lyapunov dapat dikonstruksi menggunakan 

metode Krasovskii untuk sistem epidemik SIR penyakit tuberkulosis pada titik kesetimbangan 𝐸0. 

 
Gambar 7. Grafik Fungsi Lyapunov dengan Metode Krasovskii 

Berdasarkan gambar 7, terlihat bahwa fungsi Lyapunov 𝑉(𝑥) menggunakan metode Krasovskii 

berada pada nilai positif dan terdapat juga pada bagian negatif yang bergerak menuju nol. Hal ini 

menunjukkan bahwa fungsi Lyapunov 𝑉(𝑥) tidak definit positif. Sehingga tidak dapat 

dikonstruksi menggunakan metode Krasovskii untuk sistem epidemik SIR penyakit tuberkulosis 

pada titik kesetimbangan 𝐸1. 

 

KESIMPULAN  

Berdasarkan analisis dan pembahasan yang telah disajikan pada bab sebelumnya, dapat 

disimpulkan beberapa hal sebagai berikut : 

1. a. Sistem persamaan SIR tuberkulosis pada titik kesetimbangan bebas penyakit E0 = (
π

μ
, 0, 0) 

diperoleh:  

i. Fungsi Lyapunov dapat dikonstruksi dengan menggunakan metode variabel gradien yaitu  

V(S, I, R) =
1

2
((S − S0)2 + I2 + R2) + (S − S0)I + (S − S0)R + IR  

ii. Fungsi Lyapunov dapat dikonstruksi dengan menggunakan metode Krasovskii yaitu 
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V(S, I, R) = 33,7838 (𝛱 −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆)

2

− 2(0,0519) (Π −
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− 𝜇𝑆) (

𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 +

𝑐)𝐼) + 33,5533 (
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 + 𝑐)𝐼)

2

+ 2(33,5440) (
𝑏𝐼𝑆

𝑁
− (𝜇 + 𝜇𝑡 +

𝑐)𝐼) (𝑐𝐼 − 𝜇𝑅) + 33,7838(𝑐𝐼 − 𝜇𝑅)2   

b. Sistem persamaan SIR tuberkulosis pada titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸1 =

(
Π(𝑐+𝜇)

𝜇(𝑏−𝜇𝑡)
,

−Π(𝑐−𝑏+𝜇+𝜇𝑡)

𝑏𝑐+𝑏𝜇+𝑏𝜇𝑡−𝑐μ𝑡−μμ𝑡−μ𝑡
2 ,

−𝑎(𝑐2−𝑏𝑐+𝑐𝜇+𝑐𝜇𝑡)

𝜇(𝑏𝜇−𝜇𝑡
2− 𝜇𝜇𝑡+𝑏𝑐+𝑏𝜇𝑡−𝑐𝜇𝑡)

)  diperoleh: 

i. Fungsi Lyapunov dapat dikonstruksi dengan menggunakan metode variabel gradien yaitu  

𝑉(𝑆, 𝐼, 𝑅) =
1

2
((𝑆 − 𝑆∗)2 + (𝐼 − 𝐼∗)2 + (𝑅 − 𝑅∗)2) + (𝑆 − 𝑆∗)(𝐼 − I∗) + (𝑆 −

𝑆∗)(𝑅 − 𝑅∗) + (𝐼 − 𝐼∗)(𝑅 − 𝑅∗)   

ii. Fungsi Lyapunov tidak dapat dikonstruksi dengan menggunakan metode Krasovskii. 

2. Model yang didapatkan stabil asimtotik secara global menggunakan metode variabel gradien 

pada saat titik kesetimbangan bebas penyakit E0 dan endemik 𝐸1. Sedangkan dengan 

menggunakan metode Krasovskii diperoleh stabil asimtotik hanya di salah satu titik 

kesetimbangan yaitu saat bebas penyakit E0. 
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