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Abstract. The spline regression method is a highly flexible nonparametric 
regression analysis method that estimates regression curves effectively by using 
polynomials with segmented properties, allowing for effective adaptation to local 
data characteristics. The formation of a spline regression model must meet three 
criteria, namely determining the order for the model, the number of knots, and the 
location of the knot placement. Several Criteria are used to select the best spline 
model in nonparametric spline regression, including Cross Validation (CV), 
Unbiased Risk (UBR), Generalized Cross Validation (GCV), and Generalized 
Maximum Likelihood (GML). This research aims to determine the process and 
results of finding the optimal knot points in truncated spline regression using the 
best GCV, CV, and UBR methods. Optimization is performed using a genetic 
algorithm with various iterations such as model, standard deviation, data type, knot 
number, order number, and data amount. Out of a total of 300 experiments 
conducted, the program test results indicate that 50% of them demonstrated that the 
minimum MSE value was obtained when using GCV, as compared to the other 
criteria. 
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Abstrak. Metode regresi spline merupakan salah satu metode dalam analisis 
regresi nonparametrik yang memiliki fleksibilitas tinggi dalam mengestimasi 
kurva regresi. Metode ini menggunakan polinomial dengan sifat tersegmen yang 
memungkinkan untuk menyesuaikan diri secara efektif terhadap karakteristik lokal 
data. Pembentukan model regresi spline harus memenuhi tiga kriteria yaitu 
menentukan orde untuk model, banyak knot, dan lokasi penempatan knot. Terdapat 
beberapa ukuran yang digunakan untuk memilih model spline yang terbaik dalam 
regresi nonparametrik spline, antara lain metode Cross Validation (CV), Unbiased 
Risk (UBR), Generalized Cross Validation (GCV), dan Generalized Maximum 
Likelihood (GML). Penelitian ini bertujuan untuk proses dan hasil pencarian titik 
knot optimal pada regresi spline truncated dengan menggunakan metode GCV, 
CV, dan UBR terbaik. Dilakukan optimasi menggunakan algoritma genetika 
dengan berbagai perulangan seperti model, banyak standar deviasi, jenis data, 
banyak knot, banyak orde, dan banyak data. Dari total 300 percobaan, hasil 
program menunjukkan bahwa lebih dari 50% percobaan nilai minimum MSE 
menggunakan GCV, dibandingkan dengan kriteria lainnya. 

Kata kunci: Algoritma Genetika (AG), Cross Validation (CV), Generalized Cross 
Validation (GCV), Mean Squared Error (MSE), Regresi spline, Titik Knot, 
Unbiased Risk (UBR). 
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1 Pendahuluan 
 

Statistika, sebagai salah satu cabang ilmu yang beragam, mencakup berbagai 
metode dan pendekatan untuk menganalisis data. Analisis regresi, salah satu 
bagian penting dalam statistika, digunakan untuk memahami hubungan antara 
variabel-variabel yang ada. Dalam analisis regresi, ada tiga jenis pendekatan 
umum yang digunakan: regresi parametrik, regresi semiparametrik, dan regresi 
nonparametrik. Regresi parametrik digunakan ketika bentuk hubungan antara 
variabel diketahui, sedangkan regresi nonparametrik digunakan ketika bentuk 
hubungan tidak diketahui. 

Dari berbagai metode regresi nonparametrik yang tersedia, metode spline 
adalah salah satu yang paling fleksibel dan sering digunakan. Spline adalah 
polinomial tersegmentasi yang dapat menyesuaikan diri dengan baik terhadap 
karakteristik lokal data. Pembentukan model regresi spline memerlukan penentuan 
orde, banyaknya knot, dan lokasi knot. Knot merupakan titik perubahan perilaku 
dalam data. 

Dalam pemilihan model spline yang optimal, berbagai metode evaluasi dapat 
digunakan, termasuk Generalized Cross Validation (GCV), Cross Validation (CV), 
Unbiased Risk (UBR), dan Generalized Maximum Likelihood (GML). Salah satu 
metode yang populer adalah GCV, yang memiliki keunggulan dalam sederhana 
dan efisiensi perhitungannya. Metode CV, metode UBR, dan GCV adalah metode 
regresi terboboti dengan karakteristik yang berbeda. Penelitian ini bertujuan untuk 
membandingkan kinerja model regresi nonparametrik spline dengan 
menggunakan metode GCV dan metode UBR. 

Dengan membandingkan metode GCV dan UBR dalam konteks regresi 
nonparametrik spline dan menggunakan perangkat lunak "R" untuk 
menerapkannya, penelitian ini diharapkan dapat memberikan wawasan yang 
berharga dalam memilih metode yang paling cocok untuk situasi tertentu dalam 
analisis regresi. 

 
2 Metode Penelitian 

2.1 Studi Literatur 
Penelitian ini membandingkan nilai MSE menggunakan metode GCV, CV, dan 

UBR dalam pemilihan titik knot yang optimal. Selanjutnya dioptimasi pemilihan 
titik knot dari metode GCV, CV, dan UBR dan dibandingkan juga nilai MSE yang 
tidak dioptimasi dan yang dioptimasi algoritma genetika. 
2.2  Membuat Package Regresi Nonparametrik Spline Truncted Metode 

GCV, CV, dan UBR dan Package Optimasi Algoritma Genetika 
Proses perancangan program untuk melakukan pencarian titik knot optimal 

dirancang menggunakan metode GCV, CV, dan UBR. Dirancang juga package 
untuk masalah optimasi menggunakan algoritma genetika. 
2.3   Membuat Data Acak 

Data yang digunakan adalah acak distribusi normal atau non-normal dengan 
standar deviasi 1, 3, 5, 7, dan 9 serta jumlah data mulai dari 50, 200, dan 500. 

 
 



2.4   Membandingkan Metode GCV, CV, dan UBR untuk Memilih 
Parameter yang Optimal pada Estimator Spline Berdasarkan Nilai MSE. 

Dilakukan perbandingan GCV, CV, dan UBR untuk memilih parameter yang 
optimal pada estimator spline berdasarkan nilai MSE. Dilakukan optimisasi titik 
knot agar lebih optimal dan dibandingkan nilai MSE dengan sebelumnya. 
2.5   Penarikan Kesimpulan 

Tahapan terakhir dari metode penelitian ini adalah dengan melakukan 
penarikan kesimpulan dari hasil dan pembahasan yang di tunjukkan pada 
penelitian ini. 

 
3   Hasil dan Pembahasan 

Dalam penelitian ini dilakukan perbandingan nilai MSE yang dilihat 
pengaruhnya terhadap parameter yang telah ditentukan terhadap titik knot optimal 
yang dihasilkan. 
3.1   Proses Pembangkitan Data 

Dalam penelitian ini dilakukan pembangkitan dengan beberapa parameter 
dengan model data, distribusi data, jumlah data, dan standar deviasi yang berbeda. 
Data dibangkitkan terdiri dari 50, 200, dan 500 dengan standar deviasi 1,3,5,7, 
dan 9 serta distribusi variabel independen x distribusi data normal atau non-
normal, selain itu dibangkitkan data variabel dependen y dengan beberapa fungsi 
untuk melihat pengaruh pola distribusi data yang tertera pada Tabel. 3.1 sebagai 
berikut: 

Tabel 3. 1 Model Pembangkitan Data 
No. Distribusi data Model 
1 Normal 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 𝜀𝜀 
2 Normal 𝑦𝑦 =

1
√2𝜋𝜋

𝑒𝑒−
1
2𝑥𝑥

2
+ 𝜀𝜀 

3 Non-normal 𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝜀𝜀 
4 Non-normal 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 + 𝜀𝜀 
5 Non-normal 𝑦𝑦 =

1
𝑥𝑥 + 𝜀𝜀 

 
3.2   Proses Optimasi Titik Knot Menggunakan Algoritma Genetika 

Proses optimasi dalam penelitian ini menguji 1 titik knot dan 2 titik knot, serta 
fungsi truncated spline orde 1 dan 2. Titik knot dipilih secara acak untuk 
merepresentasikan populasi. Pemilihan titik knot optimal dilakukan dengan 
meminimalkan nilai GCV, CV, dan UBR, menggunakan algoritma genetika. 
Algoritma genetika melibatkan beberapa tahapan: 

3.2.1. Inisialisasi Populasi 

Populasi awal dibuat secara acak dengan jumlah individu dan knot yang 
diinginkan. Titik knot awal juga ditentukan secara acak. Nilai GCV, CV, dan 
UBR dihitung untuk kombinasi orde fungsi truncated spline orde 1 dan 2. 

 
 
 



3.2.2. Perhitungan Fitness  

Nilai fitness dihitung untuk setiap individu dengan harapan mendapatkan nilai 
GCV, CV, dan UBR minimum. Fungsi fitness dirumuskan sesuai dengan 
Persamaan. 

3.2.3. Seleksi  

Metode seleksi Roulette Wheel digunakan, memungkinkan individu dengan 
fitness tinggi lebih mungkin terseleksi. 

3.2.4. Crossover 

Proses ini menghasilkan individu baru dari individu sebelumnya menggunakan 
teknik order crossover, yang mengambil angka dari parent dan angka dari data 
secara acak. 

3.2.5. Mutasi  

Mutasi terjadi pada setiap individu dalam populasi dengan probabilitas yang 
mengatur jumlah gen baru yang diuji. Probabilitas mutasi disesuaikan untuk 
menghindari gangguan acak yang berlebihan. 

Setelah melalui proses tersebut, hasilnya dievaluasi untuk menentukan apakah 
sesuai dengan maksimum iterasi yang diinginkan. Jika iya, proses algoritma 
selesai; jika tidak, proses diulang sampai iterasi yang ditentukan tercapai. 
Selanjutnya, dihitung nilai GCV, CV, dan UBR untuk setiap individu, dan 
individu dengan nilai terkecil menunjukkan titik knot optimal yang telah 
ditemukan. 
3.3   Uji Program 

Berikut adalah hasil terbaik yang diperoleh dengan jumlah individu 
awal sebanyak 10, jumlah iterasi sebanyak 10, jumlah titik knot maksimum 
sebesar 2, dan orde maksimum sebesar 2, diperoleh hasil berikut: 

Tabel 3. 2 Hasil Minimum Program 

No. Kriteria Nilai 
Sebelum AG 

Nilai 
Sesudah AG MSE 

1. GCV 0.799314554 0.739338964 0.681374789 
2. CV 10.58 8 0.658400937 
3. UBR 1.35× 10−59 9.21× 10−64 0.681374789 

 
Diantara perbandingan MSE pada tabel 5.2, dapat terlihat metode CV 

lebih kecil diantara kedua metode lainnya. Tiga data tersebut berada pada 
standar deviasi sebesar 1, model ke-2, data berdistribusi normal, jumlah titik 
knot 1, orde fungsi truncated spline 1, serta jumlah data sebanyak 50 yang 
sama. Hal ini membuktikan bahwa setiap data yang dibangkitkan 
mempengaruhi besar kecilnya nilai MSE pada model truncated spline. 

Selanjutnya diberikan grafik dari model ke-1, berdistribusi normal,  
jumlah data sebanyak 50, jumlah titik knot 1, dan orde fungsi truncated 
spline 2. 

Berikut diberikan intensitas terjadinya nilai MSE terkecil distribusi 
normal dan non-normal. 



Tabel 3. 3 Intensitas terjadinya nilai MSE terkecil distribusi normal 

Model 
Kriteria 

GCV CV UBR 
GCV & 
CV 

GCV & 
UBR 

CV & 
UBR 

GCV, CV, 
& UBR 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 𝜀𝜀 32 20 6 0 2 0 0 

𝑦𝑦 =
1

√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−

1
2𝑥𝑥

2
+ 𝜀𝜀 

42 16 2 0 0 0 0 
Total (120 percobaan) 74 36 8 0 2 0 0 

Tabel 3. 4 Intensitas terjadinya nilai MSE terkecil distribusi non-normal 

Model 
Kriteria 

GCV CV UBR 
GCV & 
CV 

GCV & 
UBR 

CV & 
UBR 

GCV, CV, 
& UBR 

𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝜀𝜀 34 2 0 8 4 0 12 
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 + 𝜀𝜀 36 6 4 0 0 2 12 

𝑦𝑦 =
1
𝑥𝑥 + 𝜀𝜀 28 0 0 20 0 0 12 

Total (240 percobaan) 98 8 4 28 4 2 36 
 

Tabel. 3.3 dan Tabel 3.4 merupakan perbandingan nilai MSE terkecil 
yang dibandingkan dengan model data, distribusi data, jumlah data, orde 
fungsi spline truncated, jumlah titik knot, dan standar deviasi. Terdapat juga 
dua atau lebih nama parameter di tabel yang berarti terdapat dua atau lebih 
nilai yang minimum yang sama. 

 Perbedaannya merupakan Tabel 3.3 berdistribusi normal sedangkan 
Tabel 3.4 berdistribusi non-normal. Pada Tabel 3.3 metode CV pada model 
ke-1 dan ke-2 tidak berbeda jauh dengan metode GCV. Dan Tabel 3.4 
metode CV pada model ke-5 lebih unggul dibandingkan metode GCV dan 
UBR. Terlihat pada Tabel 3.4 setiap model pada kriteria GCV, CV, dan 
UBR memiliki nilai yang sama. Nilai tersebut berasal dari standar deviasi 1. 
Ini menunjukkan bahwa jarak standar deviasi 1 terlalu kecil sehingga semua 
metode konvergen lebih cepat yang menghasilkan nilai MSE yang sama. 

Berikut diberikan ringkasan intensitas terjadinya nilai MSE terkecil.  
Tabel 3. 5 Ringkasan intensitas terjadinya nilai MSE terkecil 

Model 
Kriteria 

GCV CV UBR 
GCV & 
CV 

GCV & 
UBR 

CV & 
UBR 

GCV, CV, 
& UBR 

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 𝜀𝜀 32 20 6 0 2 0 0 

𝑦𝑦 =
1

√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−

1
2𝑥𝑥

2
+ 𝜀𝜀 

42 16 2 0 0 0 0 
𝑦𝑦 = 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝜀𝜀 34 2 0 8 4 0 12 
𝑦𝑦 = 𝑥𝑥2 + 𝜀𝜀 36 6 4 0 0 2 12 

𝑦𝑦 =
1
𝑥𝑥 + 𝜀𝜀 28 0 0 20 0 0 12 

Total (300 percobaan) 172 44 12 28 6 2 36 
 



Tabel. 3.5 merupakan perbandingan nilai MSE terkecil yang 
dibandingkan dengan model data, distribusi data, jumlah data, orde fungsi 
spline truncated, jumlah titik knot, dan standar deviasi. Dapat dilihat bahwa 
lebih dari 50% kombinasi keadaan yang diujikan menunjukkan bahwa, 
GCV menghasilkan lebih minimum dibandingkan metode lainnya.  

 
4   Kesimpulan 

Berdasarkan penelitian dilakukan untuk mendapatkan titik knot optimal regresi 
nonparametrik spline truncated, algoritma genetika dapat digunakan untuk 
meminimumkan GCV, CV, UBR. Selanjutnya diperoleh hasil pencarian dimana 
titik knot optimal itu akan memperoleh MSE minimum yang dipengaruhi orde 
fungsi spline truncated (1 dan 2) dan standar deviasi nya, sedangkan jumlah knot 
(1 knot dan 2 knot) tidak mempengaruhi secara signifikan. Berdasarkan hasil uji 
program, 50% dari hasil menunjukkan bahwa GCV memberikan nilai lebih 
minimum. 
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